Exercice 5 – Fonction exponentielle - Etude

Extrait du sujet de Bac : Sportifs de haut niveau, enseignement obligatoire et de spécialité  1998.
Sujet

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = (3exp(- x) – x – 4)*exp(3x)

Il semblerait, d'après la représentation graphique de h tracée par ordinateur et donnée en annexe, que l’équation h(x) = 0 admet une seule solution dans R. On se propose, dans cette partie, d'étudier la fonction h et d'examiner si le tracé fourni par l’ordinateur donne une information fiable.

1) Déterminer la limite de h en - ( (on pourra poser X = 3x).
2) Déterminer la limite en + (.

(On observera que 3exp(x) – x – 4 = (3 – (x/exp(x)) – (4/exp(x)))*exp((x)).
3) On note h' la dérivée de h. Montrer que h'(x) = (12exp(x) - 3x - 13)*exp(3x).

4) Etude d'une fonction auxiliaire. Soit k la fonction définie sur R par 
k(x) = 12exp(x) - 3x -13.
a) On note k' la fonction dérivée de la fonction k. Etudier le signe de k' sur R.
b) Déterminer la limite de k en + (.

c) Déterminer la limite de k en - (.

d) Dresser le tableau de variation de la fonction k.
5. Etude des variations de la fonction h.
a) Montrer qu'il existe un nombre réel négatif , et un seul tel que k() = 0 et vérifier que : 

- 4,3 <  < - 4,2. On admet que l'on peut établir qu'il existe un nombre réel positif  et un seul tel que k()) = 0 et que 0,1 <  < 0,2.
b) En déduire le signe de k sur R puis le sens de variation de la fonction h.
c) Le plan est rapporté à un repère orthogonal (O, i, j) (unité graphique : 1 cm représente 0,1 sur l'axe des abscisses et 1 cm représente 10-7 sur l'axe des ordonnées).
Représenter graphiquement la fonction h sur l'intervalle [-5 ; -3,9].

6. Montrer que l'équation h(x) = 0 admet une solution unique b dans l'intervalle ] - ( ; 0[.

Donner un encadrement de b à 10-1 près.

